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Subiectul 1.
Se realizează un sistem de coletărie rapidă între două puncte 
[image: image141.png]


 şi 
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 de pe suprafaţa Pământului, care foloseşte gravitaţia terestră, astfel: se forează un canal rectiliniu 
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 către punctul 
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 cu 
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 şi apoi în continuare un al doilea canal 
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, deviat faţă de primul (ca în figură). În interiorul celor două canale se introduc două tuburi netede, racordate în punctul 
[image: image7.wmf]P

, astfel încât, un container lăsat liber în punctul 
[image: image8.wmf]A

 trece prin racordul 
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, fără a-şi modifica modulul vitezei, mişcându-se prin cele două tuburi fără frecare pentru a ajunge în punctul 
[image: image10.wmf]B

.
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Asimilând Pământul cu o sferă omogenă de rază 
[image: image11.wmf]km
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 şi considerând acceleraţia gravitaţională la suprafaţa Pământului 
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, se cer:

a) să se arate că mişcarea containerului pe oricare din porţiunile rectilinii este o mişcare oscilatorie armonică de aceeaşi perioadă şi să se determine aceasta;
b) să se determine viteza containerului la trecerea prin racordul  
[image: image13.wmf]P

;

c) să se arate că lăsat liber în punctul 
[image: image14.wmf]A

 containerul ajunge în punctul 
[image: image15.wmf]B

.

Indicaţie: Forţa de atracţie gravitaţională cu care o sferă omogenă acţionează asupra unui corp punctiform situat într-un punct din interiorul său este identică cu cea exercitată de un punct material plasat în centrul sferei, cu masă egală cu masa unei sfere a cărei rază este distanţa de la centrul sferei la acel punct. 

Soluţie
a) În conformitate cu indicaţia forţa care acţionează asupra containerului aflat într-un punct din interiorul Pământului, la un vector de poziţie 
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 faţă de centrul Pământului, este dată de relaţia:
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[image: image18.wmf]g

 este constanta atracţiei universale, iar 
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 masa sferei de rază 
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Cum Pământul se consideră sferă omogenă, masa 
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 a acestei sfere poate fi scrisă: 
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, iar întreaga masă a Pământului:
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(1 punct)
Rezultă: 
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 şi înlocuind se obţine:


[image: image25.wmf]r

R

mM

F

r

r

3

g

-

=

 şi cum acceleraţia gravitaţională la suprafaţa Pământului se scrie: 
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(1 punct)
Considerăm o secţiune 
[image: image28.wmf]A
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 care să conţină centrul 
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 al Pământului şi punctele 
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 şi 
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 şi fie 
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 mijlocul segmentului 
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, iar 
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 poziţia containerului la un moment dat în mişcarea sa pe porţiunea rectilinie 
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Notăm distanţa 
[image: image36.wmf]x
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 şi cu 
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 vectorul de poziţie al punctului 
[image: image38.wmf]C

 în raport cu centrul Pământului (vezi figura).
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Asupra containerului vor acţiona:
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 şi reacţiunea canalului 
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Rezultanta celor două forţe va fi:
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(1 punct)
 unde 
[image: image42.wmf]CM
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 reprezintă deplasarea faţă de poziţia 
[image: image43.wmf]M

 de echilibru, iar semnul minus indică că această forţă este orientată în sens contrar acestei deplasări.

Cum 
[image: image44.wmf]k
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 reprezintă o constantă independentă de canalul rectiliniu pe care se mişcă containerul, rezultă că rezultanta forţelor care acţionează asupra acestuia este de tipul:
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, adică o forţă de tip elastic, deci mişcarea containerului va fi o mişcare oscilatorie armonică de pulsaţie:


[image: image46.wmf]R

g

m

k

0

=

=

w

 şi de perioadă:
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(0,5 puncte)
b) Deoarece asupra containerului în mişcarea sa pe un canal rectiliniu rezultanta forţelor care acţionează este o forţă de tip elastic, forţă conservativă, înseamnă că în  această  mişcare energia mecanică se conservă.

Viteza 
[image: image48.wmf]P
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 în racordul 
[image: image49.wmf]P

 va putea fi calculată folosind legea conservării energiei mecanice prin egalarea energiilor containerului atunci când se află între stările 
[image: image50.wmf]A

 şi 
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, în deplasarea sa pe canalul 
[image: image52.wmf]AP

 (vezi figura):
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(1 punct)
Din consideraţii geometrice rezultă:
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(1 punct)
Înlocuind, obţinem:
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(0,5 puncte)
c) Aplicăm legea conservării energiei mecanice egalând energiile containerului în punctele 
[image: image56.wmf]P

 şi 
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, în mişcarea pe canalul 
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 şi mai departe:
(1 punct)

[image: image60.wmf]2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

B

mv

NB

k

MP

k

AM

k

PN

k

=

-

-

+



(1 punct)
Dacă notăm 
[image: image61.wmf]b
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, din consideraţii geometrice rezultă:
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 şi înlocuind:
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Puterea punctului 
[image: image64.wmf]P

 în raport cu cercul, reprezentat punctat pe figură, care se obţine secţionând sfera care reprezintă Pământul cu planul determinat de cele două canale rectilinii se poate exprima:
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 şi atunci înseamnă că viteza cu care containerul ajunge în punctul 
[image: image66.wmf]B

 va fi :
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(1 punct)
Subiectul 2.


Sistemul din figura alăturată este format din două corpuri de mase 
[image: image68.wmf]kg
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, de dimensiuni neglijabile, aflate pe o suprafaţă plană şi orizontală, netedă, fără frecări, legate între ele printru-un resort ideal nedeformat, de constantă elastică [image: image136.bmp]
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. Se apropie corpurile unul de celălalt cu 
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, după care , eliberate simultan din repaus, corpurile încep să oscileze.

a) Identificaţi poziţia unui punct 
[image: image72.wmf]C

 al resortului care rămâne în repaus în timpul oscilaţiilor celor două corpuri şi determinaţi constantele elastice ale porţiunilor de resort cuprinse între acest punct şi corpuri.

b) Determinaţi perioadele de oscilaţie ale celor două corpuri.

c) Aflaţi vitezele maxime atinse de cele două corpuri în timpul oscilaţiilor.

Soluţie

a) În timpul oscilaţiilor rezultanta forţelor care acţionează asupra sistemului fiind nulă, impulsul sistemului se conservă şi cum corpurile sunt eliberate din repaus, la orice moment impulsul sistemului va fi nul:
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(1 punct)
de unde rezultă că viteza 
[image: image74.wmf]CM
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 a centrului de masă al sistemului va fi permanent nulă. 

Centrul de masă se va afla într-un punct al resortului care împarte resortul în părţi invers proporţionale cu masele. Dacă la un moment dat lungimea resortului este 
[image: image75.wmf]l

, lungimile 
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 ale porţiunilor de resort de la centrul 
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 de masă al sistemului la corpurile de mase 
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(1 punct)
adică distanţele la care se află punctul 
[image: image85.wmf]C

 care rămâne fix în timpul oscilaţiilor la cele două corpuri.

Analog, dacă la un moment dat resortul este nedeformat având lungimea 
[image: image86.wmf]0

l

, lungimile 
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 ale porţiunilor de resort de la centrul 
[image: image89.wmf]C

 de masă al sistemului la corpurile de mase 
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Deformările celor două porţiuni de resort la un moment dat vor fi:
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(0,5 puncte)
unde 
[image: image96.wmf]x

 este deformarea întregului resort.

Tensiunea din resort se va putea scrie:
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Rezultă:
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(1 punct)
b) Perioadele de oscilaţie ale celor două corpuri vor fi:
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(1 punct)
Se observă că: 
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(0,5 puncte)
c) Având perioadele de oscilaţie egale şi fiind eliberate simultan din repaus, cele două corpuri vor avea vitezele maxime în acelaşi moment la care deformarea întregului resort şi evident deformările fiecăreia din cele două porţiuni de resort vor fi nule.

Legea conservării energiei conduce la:


[image: image105.wmf](

)

2

2

2

2

max

,

2

2

2

max

,

1

1

2

v

m

v

m

k

+

=

D

l

, 




(1 punct)
iar legea conservării impulsului:
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(1 punct)
Rezultă:
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(0,5 puncte)

[image: image108.wmf](
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(0,5 puncte)
semnele contrare ale vitezelor maxime indicând că, la momentul la care se realizează sunt orientate în sensuri contrare.

Subiectul 3. 

[image: image137.emf] 
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 De un arc cu constanta elastică 
[image: image109.wmf]m
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agăţat de un tavan se află suspendat un disc de masă 
[image: image110.wmf]kg
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. Prin centrul arcului se dă drumul de la înălţimea 
[image: image111.wmf]h

, din repaus, unei bile cu masa 
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 (vezi figura). Prima şi a doua ciocnire dintre bilă şi disc au loc la acelaşi nivel. Ştiind că ciocnirile sunt perfect elastice:

 a) determinaţi expresiile matematice ale vitezelor 
[image: image113.wmf]1
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 ale bilei şi discului după prima ciocnire în funcţie de 
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 ;

 b) determinaţi expresia matematică şi valoarea numerică a înălţimii 
[image: image117.wmf]h
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 c) descrieţi evoluţia sistemului după un timp suficient de îndelungat .

Solutie: 

a) Pentru căderea bilei: 
[image: image118.wmf]2
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 (0,5p); la ciocnirea perfect elastică, se conservă impulsul: 
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 (0,5p) şi energia: 
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Rezultă vitezele: 
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[image: image138.emf] 
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b)  Perioada de oscilaţie a discului este: 
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(1p); durata revenirii bilei la locul coliziunii este: 
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(1p); Coniţia de întâlnire la locul primei coliziuni: 
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(1,75p); Rezultat final: 
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c)  Bila va ciocni indefinit discul, va transmite din ce in ce mai multă energie prin ciocniri elastice, astfel încât, este posibil ca la un moment dat vitezele corpurilor după ciocnire să aibă acelaşi modul şi acelaşi sens. Corpurile vor evolua cuplat din acest moment(1p).  Energia se conservă:
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(0,5p);
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